纤维 从 的 微分 儿 何 * 


陈 省 身 


过 年来， 所谓 的 大 范围 微分 几何 已 经 取得 一 些 进展 ， 这 一 讲演 的 目的 在 于 对 其 基 个 侧面 
的 主要 结果 和 思想 加 以 讨论 。 从 不 严格 的 意义 上 来 说 ， 大 范围 微分 几何 研究 的 是 微分 几何 对 
象 的 整体 与 局 部 性 质 之 间 的 关系 。 为 了 能 够 应 用 微分 学 的 方法 ， 所 考虑 的 空间 不 仅 尖 拓 逢 地 
间 ， 而 且 应 是 微分 流 形 。 这 种 可 微分 结构 的 存在 性 允许 引入 党 如 切 向 量 、 杀 空间， 微分 式 一 
类 的 概念 。 在 微分 几何 的 问题 中 通常 有 着 一 个 附加 结 补 例如 < 1 ) 一 个 黎 昌 用 县 ， 即 一 个 
二 阶 正定 对 称 共 变 张 量 场 ，( 2 ) - -个 具有 如 下 性 质 的 轨 线 取 、 经 过 每 点 恰恰 有 系 内 的 一 条 
轨 线 与 过 该 点 的 任 - AEDA, Ca) -- 族 方向 给 面 ， 过 每 点 有 一 个 ， 相 应 于 广义 相对 
论 中 的 光 负面 ， 如 此 等 等 。 在 这 类 所 亩 的 几何 对 象 中 ， 无 论 从 在 分 析 、 力 学 与 几何 问 题 中 
起 的 作用 来 看 还 是 就 结果 之 丰富 而 言 ， 获 曼 度 量 就 许 都 是 最 为 重要 的 。1917 年 列 维 一 齐 维 
他 (Levi 一 Civita ) 发 现 了 他 那 著名 的 平行 移动 ,这 是 切 向 量 保持 内 积 的 一 个 无 穷 小 变 À, 
也 是 联络 的 第 一 个 实例 。 关 于 列 维 -一 齐 维 他 ( Levi 一 Civita ) 平行 移动 的 突出 事实 是 表 
明 ， 正 是 平行 移动 ， 而 不 是 黎 曼 度量 ， 对 涉及 曲率 的 绝 大 多 数 性 质 作 出 了 解释 ， 

列 维 一 齐 维 他 ( Levi 一 Civita ) 的 平行 移动 可 以 看 作 黎 曼 流 形 中 两 个 无 限 邻 近 的 切 
空间 之 间 一 个 无 穷 小 运动 。 正 是 E。 嘉 当 ( Elie' Cartan); 他 意识 到 这 个 思想 可 作 一 个 重 
要 的 推广 ， 定 义 无 穷 小 运动 的 空间 并 不 需要 是 一 个 黎 曼 流 形 的 切 空间 ， 作 用 于 空间 上 的 群起 
着 决定 性 的 作用 。 在 其 关于 一 般 空间 (Espacis gederalises j BRE (Cartan ) 在 
所 有 的 基本 方面 完成 了 我 们 称 为 联络 的 局 部 理论 【1、2] 。 拓 扑 学 中 的 纤维 从 理论 ， 始 于 惠 
IFE (Whitney ) 对 于 球 丛 情况 的 研究 ， 继 而 为 埃 瑞 斯 曼 (Ehresmann)、 斯 丁 路 oy 
(Steenrod), EH WS ( Pontrjagin) 及 他 人 所 推进 [ 8 ,19)， 随 着 这 一 理论 的 发 展 ， 
WS BA ARE SY (Cartan ) 关于 联络 的 理论 作出 一 个 现代 化 的 解释 ， 埃 瑞 斯 曼 (Ehr - 
esmann ) 与 韦 依 ( Weil) 首先 完成 了 这 项 工作 [ 7. 22) 

设 空间 F 受 一 个 同 盈 拓扑 群 G 的 作用 。 带 有 方位 空间 F 与 结构 群 G 的 纤维 从 由 拓扑 窑 间 
B、X 以 及 B 到 X 的 一 个 满 射 中 构成 ， 满 足下 列 条 件 ，( 1 ) X 被 一 族 邻 域 {Ua } BS, Ua 
称 为 坐标 邻 域 ， 对 每 个 Ua 存在 一 个 同 胚 〈 坐标 函数 ) go : UaxF—>ÿ (Ua), ， 成 立 
Ppa (x,y) =x,x€Ua, yEF C2) HC1) HM, Y CUa) 中 的 一 点 具有 坐标 (x 
y)», 而 bp CUafhUs ) 中 的 一 点 则 有 两 组 华 标 (x,y) 5Cx,y’) ,满足 pa (x,y) = 
Pp CX,y )。 Sap Cx): y’—>yRRMBU aN Up 映 入 G 的 连续 映射 。 

空间 X 与 B 分 别称 作 底 空间 与 从 空间 、 每 个 子 集中 ~! (x) CB 称 为 一 个 纤维 。 


* 这 是 陈 自身 教授 1950 年 在 美 国 坎 布 里 奇 召开 的 第 十 一 次 国际 数学 家 大 会 上 的 报告 一 -编者 
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部 分 。 于 是 引入 了 一 个 等 价 关 系 。 具 有 相同 底 空 间 X 与 相同 FE，G 的 两 个 从 (B、X)，(B/ 
X) $ E: As Er Sh MATE { Ua, Va } > { VB: Op } 9 RAE —T RAT: 
B—B'{HH0p (x,y) =Tqa Cx,y’) 定义 的 映射 hzp(x):， y—>y/ BUaN Vp RAG 
的 连续 映射 ，: 则 称 两 个 从 是 等 价 的 。 . 

纤维 从 上 的 一 种 重要 运算 是 从 一 个 给 定 的 从 来 构造 一 些 具有 相同 结构 群 的 别 的 从 ， 特 别 
是 主 从 , 它 由 G 自 身 作 为 方位 空间 ,结构 群 G 在 其 上 的 作用 是 左 采 作用 。 主 纤维 从 的 概念 己 经 
EH (Cartan ) 活动 标 架 法 中 处 于 核心 地 位 了 ， 尽 管 它 的 现代 解释 后 来 为 埃 瑞 斯 曼 Eb- 
resmann ) 首先 引入 。 主 纤维 从 可 以 定义 如 下 ， 对 x EX， 对 于 包含 x 的 一 个 坐标 邻 域 Ua, 
gEG, 令 G. 是 由 Jy 一 >qa (XxX,g(y)),yEF， 定 义 的 映射 pa,g (x); FF 一 > 中 (x) 的 全 
体 。G .仅仅 与 x 有 关 。 设 Be= Ux=xGx 并 同和 We (Gx) =X 定 义 映 射 P*，B* 一 > X 而 坐标 
函数 为 p*(x,g) = 中 as(x)。 将 Be 拓扑 化 使 各 个 ea 定义 Ua xG 到 Be 中 的 局 竖 、 后 此 而 得 的 
从 (Be ,X) 利 :为 一 个 主 纤维 从 。 从 下 述 意 义 上 来 看 这 神 构 造 志 从 的 等 价 染 上 的 一 种 运算, 即 两 
个 纤维 从 等 价 当 已 仅 当 它们 的 主 纤 维 从 是 等 价 的 。 局 至， 可 以 定义 共 谤 运算 ， 这 使 我 们 构造 
出 纤维 从 ， 它 们 具 右 一 个 给 定 的 六 从 并 以 结 询 群 G 作 用 于 其 上 的 一 个 已 知 空间 为 方位 空间 ， 
主 纤 综 从 的 一 个 重 可 性质 是 忆 作 为 右 江 移 作 用 在 B* 上 ，。 | 

= -出 到 油分 几何 学 的 目的 ， 我 们 假定 所 考虑 的 一 切 空间 是 微分 流 形 而 映 射 都 是 可 微分 的 且 
处 处 具有 达到 最 高 秩 的 雅 可比 和 矩阵。 特别 假定 结构 群 G 为 一 连通 李 群 。 为 简单 起 见 我 们 又 设 
底 空间 X 是 紧 空 间 ， 尽 管 我 们 的 一 大 部 分 讨论 在 没有 这 种 假设 时 也 能 成 立 。 

这 些 假设 的 内 洱 确 实 非 常 深 广 。 首 先 我 们 引起 了 对 于 G 的 李 代 数 L(G) 的 考虑 。L(G) 在 
G 的 左 迁 移 , 右 迁移 下 保持 不 变 和 G 的 内 自 同 构 在 L(G) 上 诱导 出 一 个 线性 自 同 态 群 ad(G)， 
称 为 G 的 伴随 群 。 对 于 L(G) 的 一 组 基 , 存 在 左 不 变 线性 微分 式 Wi 和 右 不 变 线性 微分 式 , ni, 每 
组 由 个 数 等 于 G 的 维 数 的 线性 无 关 的 微分 式 构成 。 李 群 的 一 个 基本 定理 表明 其 外 导数 给 自 ” 


dai = — 15C | ,winok, 
2 jk J 


(1) 
dri= +L9C ` wisnk,i,j,k=1,--,dimG 
2 jk jt 


其 中 Ci 是 所谓 的 结构 常数 ， 关 于 下 标 反 称 并 满足 著名 的 雅 可 比 关 系 。 
回 到 我 们 纤维 从 ， 映 射 Lop: Ua Up —>GHU RRM Bo file BR AU a NU WARE 
微分 式 ， 分 别 以 Og 和 mage AAHEUaNUB NUH &aB = Lop Spey ， 故 得 到 
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By 
我 们 也 可 把 op 解释 为 af UB 中 的 向 量 值 线性 微分 式 ， 取 值 于 L(G ) 。 在 如 此 解释 时 X 
ic LA © ap 


， 在 经 典 微分 儿 何 中 ， 张 量 场 概念 的 推广 导致 了 下 述 情 况 : 设 E 为 G 的 表示 M(G) 所 作用 
的 向 量 空间 。! 阶 M(CG ) 弄 的 张 量 微分 式 在 每 个 坐标 部 域 ，Ua 中 为 一 个 r 次 外 微分 式 ua ， 它 
se 13 », 


联 值 于 E， 使 得 在 Ua 几 Us 中 成 立 ua = M( Lap) ug . ue 的 外 导数 duc 一 般 不 是 张 量 微 分 
式 。 正 是 为 了 保持 导数 的 张 量 特征 ， 在 纤维 从 和 申 引入 了 一 个 附加 结构 ， 即 一 个 联络 ， 

纤维 从 中 的 联络 是 Ua 的 一 组 线性 微分 式 8。 ， 取 值 于 L(G)， 使 得 

(3) Wap = 一 ad( 多 cb)0a +08 (CÆUaf Us rH) 
由 ( 2 ) 可 见 这 种 关系 在 Uaf Ug Uy 中 是 相 容 的 。 不 难 验证 ， 一 个 联络 在 主 纤维 从 中 定 
义 一 个 模 截 于 纤维 的 相 切 子 空间 场 ， 换 言 之 ， 定 义 了 这 样 一 些 相 切 子 空间 ， 它 们 与 纤维 的 切 
空间 ， 在 每 点 张 成 主 从 的 切 空间 。 由 初等 扩张 定理 可 见 在 每 个 纤维 从 中 能 够 定义 一 个 联络 。 
既然 在 联络 的 选择 上 有 着 很 大 的 自由 度 ， 决 定 纤维 从 与 联络 二 者 性 质 的 关系 便 将 成 为 本 文 最 
为 关心 的 问题 。 

让 我 们 先 来 定义 所 谓 的 绝对 微分 过 程 。 设 XEL(G)，M(X ) 为 由 G 的 表示 M(Gy) 所 诱导 
出 来 的 李 代 数 L( G ) 的 表示 。 则 有 

C4) dM( gap)=M( Las)M(08 ) -MOa MC Las) 
于 是 若 对 r XM ( G ) 型 张 量 微分 式 ua À 

(5) Dua = dia + M(B2 ) 人 Ha 3 
MDue B--Prti RBG AMG ) 殖 的 张 虹 汕 分 式 。 

为 了 考察 联络 的 局 部 性 碟 ， 我 们 再 次 利用 李 代 数 的 一 组 基 ， 其 相应 微分 式 6a。 具有 分 量 
bic . Æ 

(6) oi nals tach at nok | (EUa), 
形式 8a 在 所 取 基 下 的 分 量 为 G4， 于 是 @a 是 次 数 为 8 的 外 微分 式 ， 取 值 于 L(G)。 容 易 
验证 在 Ua UB 中 成 立 Ba = ad( gob)8p。 因 此 一 组 B@a 定 义 了 一 个 二 次 ad(G) WA wm A 
分 式 ， 称 作 联 络 的 曲率 张 量 。 应 用 -一 种 我 们 不 拟 在 此 描述 的 方式 可 以 看 出 ， 曲 率 张 量 及 由 它 
逐次 绝对 微分 所 得 的 各 个 张 量 给 出 了 联络 的 所 有 局 部 性 质 。 特 别 是 条 件 Ba = 0 为 联络 是 E 
坦 联络 的 一 个 充 要 条 件 ， 换 句 话 说， 是 通过 坐标 函数 的 适当 选择 使 be 的 充 要 条 件 。 

容易 验证 下 列 关于 绝对 微分 的 各 个 公式 ; 


M lOa) =dM(6。 )+M (a >", 
(7) DOa=0 


Duc = M (Oa) ta o 


这 些 关 系 在 经 典 的 情况 下 已 为 人 们 所 知 ， 第 二 式 为 比 安 基 ( Bianchi ) 恒等式 。 
现在 我 们 考虑 实 值 对 称 多 重 线性 函数 P(Y…,Yk),Y EL(G),i=1,…,k, 它 们 是 
不 变 式 ， 也 就 是 说 ， 对 所 有 a ECG 成 立 P Cad(a) Vi, ,ad(a) Ve) = P(Y,,…,Yk) ,为 简单 
起 见 我 们 将 把 这 样 的 函数 称 为 不 变 多 项 式 ， 妈 是 它 的 次 数 。 由 加 法 的 定义 
(8) (PHG) (CCYoYk)=PGOY…Yyk)+QCY…Yk) 
k 次 不 变 多 项 式 的 全 体 构成 一 个 交换 群 。 设 I( G ) 是 这 些 交换 群 取 所 有 k 伴 0 而 作 的 家 和 。 
如 果 上 和 Q 是 次 数 各 为 K 和 1 的 不 变 多 项 式 ， 定 义 它们 的 乘积 PQ 为 一 个 由 
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( 9 ) (PQ ) (Yono Ve = SP ( Yis, Yik ) Q ( Vikaisttts Viky ) 


给 出 的 k+1 次 不 变 多 项 式 ， 式 中 求 和 时 取 遍 向 量 Yi 的 所 有 排列 ， 而 N 是 这 种 排列 的 个 数 。 R 
法 的 这 一 定义 ， 加 上 分 配 律 ， 使 PCG ) 成 为 一 个 交换 环 ，G 的 不 变 多 项 式 环 。 

设 上 EI(G ) ， 次 数 为 fk。 我 们 用 曲率 张 量 @ 代 替 Yi。 那 么 P(B)=P ( 6,…, 0) 是 一 
个 全 次 外 微分 式 ， 鉴 于 了 P 的 不 变性 ，P (CO) 在 底 空 间 X 处 处 有 定义 。 由 比 安 基 (Bianchi) 
恒等式 ( 7: ) 知道 P( 8 ) 是 闭 的 。 因 此 ， 根 据 德 拉 姆 (de Rham) 定理 ，P (8 ) 决 定 了 
以 实数 域 为 系数 环 的 X 的 上 同调 环 H(X) 中 一 个 元 素 。 这 个 映射 为 一 环 同 态 

(10) h: I1(G)—>H(X) 


把 G 的 不 变 多 项 式 环 映 入 XX 的 上 同调 环 。 定义 是 借助 于 从 中 的 一 个 联络 而 作出 的 ， 

我 们 的 第 一 个 主要 结果 为 下 面 的 韦 依 (Weil) 定理 : 上 与 联络 的 选择 无 关 [2%] 。 或 者 
说 ， 纤 维 从 的 两 个 不 同 联络 产生 同样 的 同 态 a。 为 了 进行 证 阴 ， 我 们 注意 到 如 时 加 与 gw 是 
定义 这 些 联络 的 线性 微分 式 ， HE ua = 9a -Oa 为 re<isad CG) 型 全 线性 微分 式 ， 取 值 于 
L(G), BRCWeil) HH Fu 构造 了 一 个 微分 式 ， 其 外 导数 对 一 给 定 的 不 变 多 项 式 P 
eS FRAP C8) -PC9 ) 。 另 一 种 证 明 最 近 已 由 匡 , 嘉 当 ( Cartan ) 作出 ， 他 应 .用 了 
间 态 h 的 … 个 不 变 定 义 。 | 

下 一 步 我 们 确立 这 个 同 态 和 一 个 用 纯 拓扑 方式 定义 的 同 态 之 间 的 关系 。 为 此 需要 诱导 从 
和 万 有 从 的 概念 。 | 

BRERA: YX. TEB {Ua } 形成 了 的 一 个 复 € 而 坐标 函数 ve ， 
f- (Ua) x Ff (Ua) x 4 Ua) Hga (n,Y)=1XPa (f(n),y) 来 定义 。 这样 就 定 
义 了 Y 上 一 个 具有 相同 方位 空间 F 及 相同 群 G 的 纤维 从 Y x br ECV). BITS E 
射 f 诱 导 而 得 的 。 如 果 原 从 有 个 由 Ua 的 微分 式 9a 给 出 的 联络 ， 则 ;的 对 偶 Be SN Le Ga 映 
Af (Uo) 中 的 f*9a 而 相应 于 ( 8 ) 的 关系 式 依然 成 立 。 因 此 微分 式 1*0a 在 诱导 从 中 定 
义 了 一 个 诱导 联络 。 

这 种 由 一 个 给 定 纤维 从 来 生成 新 从 的 方法 十 分 有 用 。 其 价值 基于 这 样 一 个 事实 ， 就 是 说 
这 种 方法 提供 了 纤维 从 计数 的 途径 。 事 实 上 ， 假 设 在 目前 所 作 的 考虑 之 下 给 出 方位 空间 和 结 
构 群 G 并 予 固 定 。 具 吝 底 空间 Xo 的 纤维 从 称 为 关于 空间 X 是 万 有 的 ,如 果 X 上 每 个 从 等 价 于 一 
个 由 上 映射 X 一 ->Xo 诱 导 的 从 ， 又 如 果 两 个 这 样 的 从 当 且 仅 当 映 射 为 同 伦 时 才 是 等 价 的 。 倘 若 
对 一 个 空间 X， 存在 一 个 具有 底 空间 X, 的 万 有 从 ， 则 XX 上 的 从 类 与 映射 X 一 -> 义 ,的 辣 伦 类 ae 
一 对 应 ， 从 而 X 上 从 的 计数 归结 为 一 个 同 伦 分 类 问题 。 

因此 ， 了 解 在 何 种 情况 下 存在 万 有 从 引起 了 我 们 的 兴趣 ; X。 上 的 从 对 于 维 数 小 于 或 等 于 
n 的 所 有 紧 空 间 X 为 一 万 有 从 的 一 个 充分 条 件 是 ,其 主 纤 维 从 的 从 空间 B。 具 有 直到 维 数 n 包 括 n 
在 内 的 消 没 同 伦 群 ， T (B) = 0, 0 Sin, 这 里 条 件 r = 0 表示 连通 性 。 

在 我 们 所 作 的 X 是 紧 空 间 以 及 G 为 一 连通 李 群 的 假定 下 ,能 够 找 出 满足 这 些 条 件 的 从 。 首 
Soo IRBE ° W4 (Cartan), BRA k (Malcev), H7% (Iwasawa) A BE Hr FE C M- 
ostow ) 的 一 个 定理 ，[12;14;15)，G 含 有 一 个 最 大 紧 子 群 G， 而 齐 性 空间 G/G1 同 胚 于 欧 氏 
空间 。 这 样 就 可 以 把 具有 群 G 的 从 的 等 价 和 分 类 等 问题 归 为 G, 的 相应 问题 。 因 为 G1 是 紧 李 
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群 ， 它 具有 一 个 忠实 的 正 交 表示 且 可 看 成 作用 于 m 维 网 氏 空 间 E” 的 旋转 群 R(m) 之 子 群 。 把 


Em 嵌入 (m+n+1 ) 维 欧 氏 空间 En ta*i 并 把 齐 性 空间 B = R(m+*nr*l)/(InxR(n+1) 看 作 Xe= 
R(mrnrl)/(GIXR(Canrl) 上 的 一 个 从 ， 这 里 Jm 为 Ea 的 恒 等 自 同 构 而 RC n+l) REDS! 
中 区 aE Se eel PEER 这 就 是 以 G :为 结构 群 的 一 个 主 从 。 AS HH ERATE 


x 《了 B ) = 0，0 <i<n。 这 样 就 用 一 个 显 结构 证 明了 万 有 从 的 存在 性 

假定 万 有 从 存在 ， 底 空 间 为 Xuo。 设 H(X,R) 是 X 关 于 系数 环 R 的 上 同调 环 。 由 于 X 上 的 
从 类 与 映射 X- 一 >X 的 同 伦 类 一 一 对 应 ， 所 以 同 态 h/:， HX R) 一 >H(X,R ) 是 由 从 
ZAREN., h RARES, Ah (日 (X,,R ) )CHCX,R) 称 为 示 性 环 ， 而 示 性 环 
的 元 素 称 为 示 性 上 同调 类 。 总 认为 系数 环 就 是 实数 域 ， 尽 管 它 在 记号 中 有 时 漏 号 。 

万 有 从 当然 并 不 是 唯一 的 。 然 而 ， 任 给 两 个 纤维 从 ， 它 们 对 于 维 数 小 于 或 等 于 n 的 紧 底 
空间 是 万 有 的 ， 就 可 以 在 它们 的 底 空 间 X6 与 Xo/ 之 间 建 立 维 数 小 二 或 等 于 n 的 奇异 链 的 一 个 
链 变换 ， 这 引起 了 -个 链 竺 价 。 由 此 可 见 直 至 维 数 n 包 插 n 在 内 ，X, 与 X。' 的 上 同调 环 是 自然 
同 构 的 。 因 而 示 性 同 态 与 万 有 丛 的 选择 无 关 。 虽 然 泣 一 断言 对 于 我 们 的 意 多 是 有 用 的 ， 可 是 
注意 到 ， 按 照 同 伦 论 ， 在 Xe 与 X\ 之 间 还 成 立 一 个 更 强 的 结 滋 ， 亦 即 它们 其 有 相同 的 同 fen 
W. CAO ARE À REX — Mt. 

ATHARMAAS, RETMHCX.,R), AH FX EH ERH CX,,R) 中 维 数 
大 于 n ( = dimX ) HUKMBRRMAS, H(X R) 可 用 任何 一 个 与 之 同 构 的 环 来 代替 , 同 构 
是 直至 n 且 包括 n 在 内 的 维 数 上 的 。 另 一 方面 ， 由 上 一 部 分 的 讨论 可 知 万 有 从 的 选 择 是 无关 
紧要 的 ， 从 而 我 们 可 取 一 个 ， 它 的 底 空 间 为 X。= R( m+n+1 ) /( G1XR(n+1) )。 在 这 个 万 
有 从 中 借用 一 个 联络 ， 按 照 上 面 所 提供 的 过 程 可 以 定义 从 G1 的 不 变 多 项 式 环 映 入 H (X。) 的 
一 个 同 态 h。= 1(G;) 一 ->H(X。)。X, 为 一 齐 性 空间 ， 它 的 实 系 数 上 同调 环 HH(X。) FRA E 
SH: (Cartan) 首创 近年 来 又 经 蔬 。 亮 当 (Cartan), KA R ( Chevalley ) ， 柯 赛 . 尔 
(Kozsul ) ， 勒 雷 ( Leray ) 和 韦 依 ( Weil) 成 功 地 发 展 的 方法 C132 从 代数 角度 予以 研 
究 。 于 是 已 可 看 出 ， 直 至 维 数 n，h 是 一 个 一 一 同 构 。 由 此 我 们 可 在 同 态 h? 中 用 ICGOR 
SH CX.) 并 把 示 性 同 态 写成 

(11) h’; LCG) —>H(X) 

这 个 同 态 h“ 是 用 纤维 丛 的 拓扑 性 质 来 定义 的 。 

另 一 方面 ， 上 上 面 所 定义 的 辐 态 h: I(G)—>H(X) 能 被 分 解 成 两 个 同 态 之 RR. A 
为 G 下 的 不 变 多 项 式 也 是 G1 下 的 不 变 多 项 式 ， 所 以 存在 一 个 自然 局 态 

(12) O: ICG)—I(G:) 

由 于 G: 可 取 为 结构 群 ， 又 定义 了 同 态 

(13) hy: ICG) —> H(X). 
现在 ， 具 有 结构 群 G, 的 联络 能 被 看 成 具有 结构 群 G 的 联络 。 应 用 这 样 一 个 联络 ， 容 易 证 明 

(14) h=h g 


我 们 那个 看 来 已 确实 包含 关于 该 课题 一 切 现 现 有 知识 的 主要 结果 就 是 下 列 论断 ， 
《15 ) h’=h, 
注意 到 8 是 由 纤维 从 的 拓扑 性 质 来 定义 的 而 h: 则 借助 于 一 个 联络 作出 定义 ， 以 致 我 们 的 定理 
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给 出 了 纤维 从 和 从 中 定义 的 联络 之 间 的 一 个 关系 ， 这 样 无 论 如 何 会 给 出 一 些 限制 。 特 别 当 结 
构 群 G 是 紧 群 时 ， 有 G1= G 且 G 是 恒 等 映射 ， 且 从 菜 种 意义 上 看 示 性 同 态 被 联络 所 决 定 。 例 
如 ， 在 能 够 定义 联络 使 h(I(G) ) = 0 时， 从 的 示 性 环 必须 为 零 。 | 

该 定理 的 一 种 证 明 首先 是 建立 在 万 有 丛 上 得 出 的 。 继 而 在 映射 {: X—>X, Fu BS 
从 和 诱导 联络 也 告 成 立 。 使 用 h 与 联络 无 关 的 韦 依 ( Weil ) 定理 ， 我 们 看 出 这 一 关系 对 于 从 
的 任 一 联络 都 是 成 立 的 。 

关于 不 变 多 项 式 环 I(G ) ICG) 和 同 态 G 还 有 很 多 可 谈 的 。 当 结构 群 是 紧 群 时 ， 这 
些 论 断 通常 可 从 拓扑 角度 来 考虑 而 更 加 简便 地 作出 证 明 。 在 另 一 种 情况 下 则 必须 使 用 李 代 数 
的 上 同调 理论 。 因 为 不 想 对 此 进行 讨论 ， 我 们 将 限于 对 相应 拓扑 概念 的 解释 。 为 此 先 来 讨论 
紧 群 。 换 言 之 ， 开 始 时 只 把 我 们 的 注意 力 限 于 Gi。 

首先 回顾 一 下 关于 紧 群 流 形 的 某 些 结果 。 所 有 最 大 交换 子 群 是 共 轿 的 ， 且 与 一 环 面 同 
构 ， 环 面 的 维 数 称 为 群 的 秩 ， 按 照 主要 来 自 庞 特 里 亚 金 ( Pontrjagin ) 的 一 个 思 A (16) 我 
们 可 以 在 Gi 的 上 同调 类 上 定义 G1 同调 类 纪 一 种 运算 。 襄 实 上 ， 同 群 的 条 法 定义 m，Gix Gi 


一 >G1, 对 偶 同 态 m* 下 G 的 K 维 上 同调 类 的 背 m*wk 可 写成 ey* = Dl avi RE 义 维 


a pe 1 k-s ` LE \— ` 
HSSK A ROM YE LWERAUC c= SKC, uF)V; 。 我 们 称 这 种 运算 为 内 


R. GH LAAR KAREN, MRE SEE s H(i SsSk - 1) 同调 类 的 内 乘 为 零 。 

(ZAR) 紧 群 流 形 的 同调 结构 已 由 下 面 专 普 夫 〈 Hopf) 与 萨 梅 尔 森 ( Samelson ) 的 定理 
[11;180] 作 出 一 种 刻 划 : CLO 所 有 本 原 上 同调 类 具有 麻 维 数 ; (2) 本 原 类 向 量 空间 以 G 的 
秩 为 维 数 ， (8 ) Gi: 的 上 同调 环 间 构 于 本 原 类 空间 的 格拉 斯 曼 (Grassmann ) 代数 。 

本 原 类 对 万 有 主 纤维 从 下 ，Bo 一 ->X6 的 研究 很 起 作用 。 把 一 个 纤维 -1(x)(x EX) GG, 
等 同 ， 又 设 i 为 G, 映 入 B6 的 包含 映射 。 阁 rk 是 Xo 的 一 个 上 闭 链 ， 则 业 yk 为 Bo 的 上 闭 链 。 由 于 
Bo 是 等 调 的 ， 存 在 一 个 上 链 Bk"!， 以 Vyk 为 其 上 边缘 。 于 是 BK! 为 G, 的 一 个 上 闭 链 ， 其 
上 同调 类 只 依赖 于 yk 的 上 间 调 类 、 上 同调 类 由 此 引出 的 映射 称 作 一 个 超 渡 。 它 是 G1 的 不 变 
多 项 式 环 映 入 G!: 上 同调 环 的 一 个 加 性 同 态 并 将 一 个 KK 次 不 变 多 项 式 映 入 一 个 2K - 1 HE A 
GX. HA (Chevalley ) S#K (Weil) 证 明了 其 象 恰好 就 是 本 原 类 空间 。 

如 果 群 G 是 非 紧 群 ， 考 察 其 李 代 数 后 ， 至 少 其 G 为 半 单 的 假设 下 我 们 可 以 推广 以 上 的 概 
4. H.Z H (Caïtan) ABE (Chevalley ) ,与 柯 塞 尔 ( Koszul) 已 经 发 展 了 一 种 非 常 
全 面 的 理论 用 以 处 理 这 种 情况 ， 在 某 种 意义 上 这 可 以 姥 成 上 列 讨论 的 代数 翻版 。 在 他 们 的 结 
论 中 我 们 只 提 针 对 现今 的 目标 而 感 兴趣 的 如 下 一 点 ，G 下 的 不 变 多 项 式 环 具有 与 G 的 秩 相 等 
的 一 组 生成 元 可 这 样 选择 它们 ， 使 之 在 超 渡 下 的 象 张 成 G 的 本 原 类 空间 。 

利用 这 样 一 个 事实 ， 即 李 代 数 与 超 渡 的 上 同调 理论 可 从 代数 角度 来 定义 ， 从 而 对 G ， 我 
们 得 到 下 面 的 图 表 

H(G)—»H(G,) 
an: 
I(G)—>I( G, ) 
不 难 证 明 图 表 中 的 交换 性 成 立 。 因 此 © FAIRE FH (CG) 在 i* 下 的 象 ， 就 是 说 取决 
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于 Gi 在 G 中 的 “ 间 调 位 置 ，。 一 般 说 来 ，O (CG) JIG). 

在 我 们 所 定义 的 上 同调 示 性 类 与 障碍 论 的 拓扑 方法 里 取 同 样 名 称 的 类 之 间 有 着 某 些 关 
系 ， 只 是 我 们 不 能 予以 详细 讨论 。 后 者 产生 于 在 逐次 骨架 上 用 扩张 来 定义 纤维 从 一 个 截面 
(《 即 一 个 映射 f 把 X 映 入 B， 使 Vf 为 便 等 的 ) ZH, 它们 是 系数 群 上 的 上 同调 类 ， 系 数 群 即 为 
方位 空间 的 同 伦 群 。 我 们 将 可 从 一 些 例子 看 出 ， 有 时 可 以 通过 系数 群 的 等 同化 来 把 它们 等 同 
化 。 然 而 一 般 说 来 ， 我 们 的 示 性 类 建立 在 同调 讨论 的 基础 上 ， 而 障碍 理论 的 示 性 类 则 建立 在 
同 伦 的 考虑 之 上 。 它 们 有 互补 的 作用 。 

我 们 这 一 讲 的 余下 的 部 分 是 考察 一 些 例 子 。 虽 说 主要 的 结果 都 将 由 一 般 理 论 而 得 ， 在 个 
别 的 情形 下 产生 特殊 的 问题 ， 它 们 是 相当 有 趣 的 。 先 了 到 G 为 mm 个 变量 的 旋转 群 ， 又 设 在 从 中 
给 定 一 个 联络 。 这 特别 包含 了 具有 一 个 正定 度量 的 可 定向 黎 曼 流 形 的 情形 ， 这 时 从 是 流 形 的 
切 从 而 联络 则 由 列 维 一 一 齐 维 他 ( Levi 一 Civita ) 的 平行 移动 给 出 ， 此 外 这 也 包含 了 RA 
于 可 定向 黎 曼 流 形 的 可 定向 子 流 形 理论 。 | 

通过 G =R Cm) HARE VER, ERABE- Php ER Ph Se Le 
KER. AN TTR) LACE SES Ab BR aE ARRERA eM 陈 9 CO) R ERR 
络 ， 并 用 一 个 二 次 党 分 式 的 反对 称 和 矩阵 @ = 8 ; ) 来 确定 其 曲率 张 量 。 伴 随 群 的 作用 表现 
Had (a) Os AtA， 这 旦 A 是 -- 个 行列 式 为 1 的 正 交 阵 而 !A 为 其 转 置 。 

第 一 个 问题 当然 是 决定 不 变 多 项 式 环 的 一 -组 生成 元 ， 应 用 不 变性 基本 定理 ， 这 容易 透彻 
地 做 到 [ 23 ] 。 我 们 列 写 对 应 的 微分 式 ， 


As=@ 1 a" Os: 9 $= 2， 4， srg M+ ] 9 my Fy RK. 
(16) As=@® oO si, s= 2, 4, +, m—2;, m 为 偶数 
Ao= E.…img ; 2° im; My m 为 偶数 ， 


用 以 代替 不 变 多 项 式 ， 其 中 重复 的 指标 表示 求 和 而 上 :im 为 克 罗 A eC Kronecker) 张 
量 ， 按 ij…，im 为 1 ，…， 吓 的 偶 置 换 或 奇 置 换 分 别 等 于 + 1 或 ~ 1， 其 余 情 况 下 为 F A 
HR (m) 的 秩 按 吓 为 奇数 或 但 数 分 别 等 于 (和 + 1 ) /2 或 m/ 2 ， 我 们 在 此 验证 上 述 生成 元 
的 个 数 与 秩 相等 。 它 们 构成 生成 元 的 一 个 完全 集 ， 因 为 它们 显然 是 独立 的 。 

由 此 可 见 ， 被 这 些微 分 式 或 这 些微 分 式 的 多 项 式 决 定 的 上 同调 类 仅 与 你 有 关 而 与 联络 无 
关 。 其 推论 之 一 是 ， 如 果 所 有 这 些微 分 式 为 零 ， 则 示人 性 环 是 平 此 的。.( 16 ) 由 的 微分 式 首 先 
由 庞 特 里 亚 金 ( Pontrjagin) 给 出 人 17*)。 

为 了 几何 上 的 应 用 ， 对 于 一 个 万 有 从 的 底 空 间作 出 更 明确 的 描述 是 大 有 益处 的 。 这 件 事 
显得 分 外 重要 ， 因 为 那 将 使 我 们 得 以 考察 系数 环 不 同 于 实数 域 的 示人 性 同 态 。 我 们 的 一 般 理论 

给 出 了 格拉 斯 曼 (Grassmann ) 流 形 | 

Xo=zR(m+n+1)/(R(m)xR(n+1)) 
作为 这 样 -- 个 底 空 间 ， 它 可 等 同 于 (m+ana+ 1 ) 维 欧 氏 空间 Em+n+! 中 经 过 一 点 O 的 全 体 有 
向 m 维 线性 空间 所 构成 的 空间 。 

格拉 斯 曼 ( Grassmann ) 流 形 的 同调 结构 已 内 埃 瑞 斯 曼 (Ehresmann ) 作 过 研究 
C 9，10 ] 。 一 个 胞 腔 剖 分 可 用 下 列 过 程 来 构造 ， 取 一 个 线性 空间 序列 

OSCE CE’ C. CC 下 mm+nCEEm+n+l 


与 一 列 整数 
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0 三 al 三 aS SamSn+ ] 


相对 应 ; 用 (ai，…，am ) 表示 所 有 m 维 线性 空间 E € Xo。 所 成 集合 使 
dim ( Ef Esi+ti ) =i, i=], +, m 

Cai, “+, am 的 内 点 组 成 al+ … +am 维 的 两 个 开 胞 腔 。 这 些 开 胞 腔 构 成 了 Xo 一 个 胞 
腔 剂 分 ， 其 关联 关系 也 能 确定 。 À HT DURE X of INES LAWR. 特别 是 可 用 符号 
(ai…am ) 土 表示 一 个 上 链 ， 就 是 说 ， 对 于 相应 开 胞 腔 取 值 + 1 而 其 余 情况 下 取 值 为 零 的 上 
链 。 于 是 示 性 同 态 能 被 描绘 成 这 些 符 号 的 组 合 映 入 X 的 上 同调 环 H (X，R ) 的 一 个 同 态 。 
当 及 为 实数 域 时 结果 尤为 简单 。 事 实 上 ， 维 数 小 于 或 等 于 n 的 上 同调 群 一 组 基 由 这 样 一 些 上 
团 链 组 成 ， 作 为 符号 所 有 a; 为 偶数 ， 再 连同 m 为 偶数 时 的 上 闭 链 ( 1… 1 ) 。 

对 示 性 同 态 所 作 的 这 一 新 描述 为 我 们 给 出 了 单个 示 性 类 的 一 种 几何 意义 。 在 这 方面 特别 
值得 注意 的 是 类 h’( 1.… 1 ) ， 它 仅 当 m 为 偶数 时 存在 。 事 实 上 ， 由 主 从 构造 而 具有 方位 空 
fJS™=RCm)/RCm- 1) 的 从 在 惠 特 尼 ( Whitney) eo \m-1)- 
corps 对 于 这 样 一 个 球 从 ， 惠 特 尼 ( Whitney) SHAT RABARA—T PEL 凋 类 

m。 可 以 证 明 W™m 当 约 化 到 实 系 数 时 ， 恰 怡 就 是 奖 h' (“1.…1 D). = 面 ， 后 者 在 
hint FATER No BEX MLE — SBI BAS IR, 对 底 流 形 的 基本 闭 链 取 这 He 
类 的 值 ， 我 们 能 把 结果 写 | 成 一 个 以 分 公式 


(17) rex cf, A 


其 中 C 为 一 个 数值 因子 ， X 表 示 底 流 形 的 一 个 基本 闭 链 。 对 黎 曼 流 形 而 言 ， 人 2 。X 等 FX 的 
AH ME Euler - Poincaré) 示 性 数 ， 我 们 的 公式 化 为 高 斯 - 邦 尼 (Gauss- Bonnet ) 
AR C3). . .. 


引入 符号 
Pleeh! (00 22) 
gens 
2k 重 
(18)  P*k=h/ (0…0 2k 2k) 


Xn=h’( 1.…1 )，m 为 偶数 ， 
这 里 的 符号 也 表示 对 应 上 闭 链 所 属 的 上 同调 类 。 通 过 对 于 Xo 的 上 同调 环 乘法 结构 的 研 
究 ， 可 以 证 明示 性 同 态 取决 于 类 P4k，Xm，4k<dimX 或 者 类 Ptk，Xm，4k<dimX， 


这 里 要 提 及 类 P4k 的 一 个 应 用 。 为 简单 起 见 ， 我 们 仅 限 于 一 个 紧 微分 流 形 的 切 从 ， 条 件 


Pi = 0，2k 宇 a+ 2 为 流 形 能 嵌入 一 个 四 +n + 1 维 欧 氏 空间 的 必要 条 件 。 于 是 得 BRA 
不 可 能 性 的 判 准 ， 这 可 以 用 流 形 上 一 个 黎 曼 度量 的 曲率 张 量 来 表示 。 

我 们 采纳 的 第 二 个 例子 是 G 为 西 群 的 情况 。 这 样 的 从 作为 复 解析 流 形 的 切 从 出 现 ， 且 对 
流 形 引 入 一 个 埃 尔 米 特 度量 将 产生 出 从 的 一 个 联络 。 

:m 个 变量 酉 群 U Cm) 的 李 代 数 空间 可 等 同 于 m x MIRROR EMEA CEA = A ) 的 空间 。 


a i: 


从 而 可 在 每 一 坐标 邻 域 由 线性 微分 式 的 埃 尔 米 特 矩 阵 0= 〈 9;; ) 来 定义 一 个 联络 ， 并 由 二 次 
微分 式 的 埃 尔 米 特 矩 阵 @= (9;ji) 来 定义 其 曲率 张 量 。 在 伴随 群 之 下 曲 率 张 BER 


ad(a)@= A 98tA 来 变换 ，A 为 一 丁 矩 阵 。 利用 伴随 群 的 这 种 表示 ， 易于 列 出 一 组 不 变 多 
项 式 我 们 给 出 他 们 相应 的 微分 式 为 


(19) Vi = Oi gO ki ka], ry me 


FE E T T (m) ikm, 所 以 它们 形成 不 变 客 预 式 环 中 生 成 元 的 一 
个 完全 集 。 

正如 旋转 群 的 情况 ， 复 格拉 斯 曼 (Crassmann ) 流 形 Xo = Um +n)/(U¢m)xU (2) ) 
是 一 个 万 有 从 的 底 空 间 ， 对 其 所 作 的 研究 在 某 些 几 何 问题 上 将 会 是 有 用 。 的 其 结 果 比 实 的 
情况 下 更 为 简单 ， 但 这 里 不 拟 叙 述 。 复 的 情况 下 一 个 明显 的 特色 是 可 以 在 这 样 的 不 变 多 项 式 
环 上 选择 一 组 生成 元 ， 其 对 应 微分 式 为 


1 ww e . . ° | 
(20) Yrs Con ni) mi (mare in ijm-rel) 


Oi/ Oa redmerers Cm lo, m 


这 里 Cia rene peine res) 除了 ji，…， jm-r#i 组 成 1，…， im-ry1 的 一 个 置换 时 按 寺 
换 或 偶 或 奇 各 等 于 + 1 或 ~ 1 之 外 ， 都 取 为 零 , 求 和 则 从 1 到 m 到 遍 所 有 指标 i simre 
这 组 生成 元 的 优点 在 于 由 微分 式 决定 的 上 同调 类 有 一 个 简单 的 几何 意义 。 事实 上 ， 对 于 具有 
方位 空间 U Cm) /U( mr ) 的 从 来 说 ， 它 们 是 与 施 攻 弗 尔 一 惠 特 尼 (Stiefel— Whitney) 
类 相似 的 类 。 因 此 它们 是 确定 一 个 截面 的 第 一 障碍 ， 于 是 就 更 容易 处 理 [ 4 ] 。 实 质 上 同样 
的 类 在 代数 几何 中 已 由 M， 埃 杰 (Eger ) 与 .A。 托 德 (Todd ) 引进 ， 其 至 比 他 们 在 微分 几 
何 中 露面 更 早 ( 6， 20), | 

具 旋 转 群 的 从 的 情况 就 不 一 样 了 ， 因 为 施 带 弗 尔 一 惠 特 尼 (Stiefel— Whitney ) 类 除 
开 最 高 维 那个 以 外 ， 本 质 上 是 mod2 类 因而 不 能 进入 我 们 的 描写 。 然 而 , 带 有 群 R( ) 的 从 
与 带 有 群 U( m ) 的 从 之 间 有 着 密切 的 联系 。 事实 上 ， 给 定 带 有 群 R Cm ) 的 一 个 从 ,我 们 可 
作 它 与 自身 的 惠 特 尼 ( Whitney) 乘积 ， 这 是 一 个 带 同 一 底 空 间 及 群 RR(ma)xR(m) 的 
从 。 这 个 群 可 以 碰 入 U Cm), ， 从 而 得 到 一 个 具有 群 U Cm) 的 从 。 如 此 一 个 过 程 经 常 能 用 
来 把 具有 旋转 群 的 从 上 各 种 问题 归结 为 具有 酝 群 的 从 上 的 问题 。 

最 后 我 们 以 群 是 个 变量 一 般 线 性 群 GCL (Cm) 的 单位 元 的 分 支 的 情况 为 例 。 从 的 联络 
称 为 仿 射 联络 。 与 前 两 例 的 本 质 区 别 在 于 这 里 群 是 非 紧 的 。 

群 GL Cm) 的 李 代数 可 与 全体 中 行 方 阵 所 成 空间 等 同 ， 以 致 在 每 个 坐标 邻 域 中 曲率 张 量 


给 自 一 个 这 样 的 二 次 微分 式 和 矩阵， O= (@1 ) .伴随 群 的 作用 由 ad (a)@=AGA-! 定 义 。 
a€GL(m)， 易 见 不 变 多 项 式 环 的 一 组 生成 元 能 选 得 使 对 应 微分 式 为 


(21) Ms = 91. Or 9 | S=1, =, m=] 


根据 一 般 理 论 ， 余 下 的 问题 是 决定 GL ( m ) 下 的 不 变 多 项 式 环 映 入 其 最 大 紧 子 群 下 不 


. 20 。 


变 多 项 式 环 的 同 态 ， 在 这 种 情况 下 最 大 紧 子 群 就 是 旋转 群 R(m )。 可 以 君 出 对 于 偶数 s， 
Ms 瞎 入 入 s， 而 对 奇数 s，Ks 映 入 零 。 由 入。 定义 的 类 不 属于 间 态 象 。: 这 一 事实 导致 有 趣 的 
说 明 ， 也 就 是 说 对 于 仿 射 联络 并 不 存在 与 高 斯 一 部 尼 (Gauss 一 Bonnet ) 公式 相 似 的 公 
À 

在 各 个 从 中 ， 最 重要 的 或 许 是 一 个 微分 流 形 的 切 从 。 上 面 我 们 至 少 在 流 形 可 定向 旦 有 偶 
维 数 的 情况 下 提 到 过 某 个 示 性 类 与 流 形 的 欧 拉 一 庞 加 菜 (Euler 一 Poincare ) 示 性 数 之 间 的 
等 同 。 除 此 而 外 ， 在 流 形 的 拓扑 不 变 尘 与 切 从 的 示 性 同 态 二 者 关系 方面 所 知 就 很 少 了 。 近 年 
X, HE Thom) 与 吴 文 俊 已 在 这 个 问题 上 作出 了 贡献 21s 25 ] 。 虽 然 并 不 知道 一 个 拓 
扑 流 形 是 知 总 有 一 个 微分 结构 ,也 不 知 它 是 否 能 有 两 个 本 质 不 同 的 微分 结构 , HE Thom) 
与 吴 文 次 却 证 明了 带 有 系数 mod 2 与 系数 mod 3 的 切 从 的 示 性 同 态 与 可 微分 结 构 的 选择 无 
关 ， 假 如 微分 结构 存在 的 话 。 简 言 之 ， 这 表示 此 种 示 性 同 态 是 微分 流 形 的 拓扑 不 变 式 。 对 
系数 mod 3 作出 证 明 要 比 mod 2 的 情况 困难 得 多 。 

关于 具有 其它 群 的 从 绝 少 问 到 此 类 问题 。 下 一 -个 有 趣 的 问题 或 许 是 出 着 路 几何 导出 的 身 
影 联 络 理论 。 在 这 种 情况 下 带 的 射影 群 的 从 与 急 内 及 说 路 族 者 有关、 了 解 示 性 同 态 是 否 是 流 
形 的 拓扑 不 变 式 ， 或 者 示 狂 司 态 的 什么 部 分 是 流 形 的 拓扑 不 变 式 ， 恐 怕 是 有 兴趣 的 。 

在 结束 过 前 我 他 村 提 到 一 个 与 上 述 讨 论 没 有 密切 关系 而 在 联络 理论 中 却 很 重要 的 概念 ， 
Aa Rae. CUE LIP: Fo 为 G 中 的 左 不 变 微 分 式 ， 取 值 于 L ( G )， 又 车 ga 
定义 一 个 联络 ， 则 方程 | 
(22) Qa +w=0 
与 坐标 邻 域 无 关 。 如 果 在 底 流 形 中 给 出 一 条 参数 化 的 曲线 ， 这 个 微分 方程 胡 G 中 定义 出 一 族 
在 群 的 左 迁 移 下 不 变 的 积分 曲线 。 设 x EX 并 考虑 X 中 以 x 为 起 点 的 所 有 闭 参数 化 曲线 。 对 这 
样 的 每 一 曲线 C， ein ci 点 为 a(C ) 。 所 有 这 样 的 is CC) #3 
成 人 的 子 群 H， 联 络 的 和 乐 群 。 

附带 说 一 D, SCD, LL FPE LOS NAME SGEN BE 
讲稿 《微分 几何 的 若干 课题 >。 

CAMA: Proc.Int.Congr.Math. (1950) ，397 一 411, 李 泳 川 译 ， Ba AKER) 


参考 xR 


1. E.CARTAN, Les groupes d’holonomie des espaces généralisés, Acta 
Math.vol.48 (1926) pp. 1 —42. 

a: » L'extension du calcul tensoriel aux géométries non -— affines, 
Ann.of Math, (2) vol.38 (1947) pp. 1 —13. 

3. S.S.CHERN, A simple intrinsic proof of the Gauss- Bonnet 
formula for closed Riemannian manifolds, Ann.of Math, (2) vol.45 (1944) 
PP.747—752. 

4. —», Characteristic classes of Hermitian manifolds, Ann.of Math. 


°- 21 。 


.(2 } vol.47 ©1946) pp.85—121. 

5. , Some new viewpoints in differential geometry in the large, 
Bull, Amer. Math. Soc. vol.52(1946) pp. 1 —30. 

6. M.EGER, Sur les systémes canoniques d’une variété algébrique, 
. C,R.Acad,. Sci, Paris vol.204 (1937 ) PP.92—94, 217—219. 

7. C. EHRESMANN, Les connexions infinitésimales dans un espace 
{ibré différenliable, Seminaire Bourbaki, March, 1950. This paper contains 
references to earlier notes of the author on the subject in C.R. Acad.Sci, 
Paris, 

o g. , Sur la theorie des espaces fibres, Colloque de Topologie 
Algébrique, Paris, 1947, pp. 3—15. 

9 。 , Sur la topologie de certains espaccs homogenes, Ann, of 
-Math, (2) vol.35 (1934) pp. 396—443. 

10, ——, Sur la topologie des certaines variétés algébriques réelles, 
Journal de Mathé maticuvss val. 104 (1939 Y pp. 69—130. 


11. H.HOPF, Uber die Topologie der Gruppenmannigfaltigkeiten und 
inre Veraligem:i nerunyen, Ann. of Math.(2)vol.42 (1944) pp. 22—52. 

12, KeiWASAWA, On some types of topological groups, Ann. of 
Math. (2) vol.50 (1949) pp .507—558, 

13. 1.L.KOSZUL, Homologie et cohomologie des algébres de Lie, 
Bull, Soc. Math. France vol.78 (1950 ) pp. 65—127. 

14, A.MALCEV, On the theory of Lie groups in the large, Rec.Math. 
( Mat.Sbornik ) N. S. vol.16 (1945 ) pp. 163—189. 

15. G. D. MOSTOW, A new proof of E. Cartan’s theorem on the 
topology of semi-simple qroups, Bull. Amer. Math. Soc. vol.55 (1949) 
pp.969—980. 

16. L. PONTRIAGIN, Homologies in compact Lie groups, Rec.Math. 
(Mat. Sbornik ) N. S. vol.18 (1939 ) pp. 389—422. 

17. , On some topological invariants of Riemannian manifolds, C, 
R. (Doklady) Acad. Sci URSS vol. 43 (1944 ) pp. 91—94. 

18. H. SAMELSON , Beitrae zur Topologie der Gruppen—Mannigfal- 
tigkeiten, Ann. of Math. (2) vol.42 (1941) pp.1091—1137. 

19, N.E.STEENROD, Topology of fiber bundles, Princeton, 1951. 
With few exceptions this will be our standard reference on fiber bundles. 

20. J. A. TODD, The geometrical invarianls of algebraic loci, Proc. 
London Math. Soc. (2) vol.43 (1937 ) pp.127—138. 

21. R. THOM, Variétés plongées et i—carrés, C, R. Acad. Sci, Paris 

(下 转 第 42 页 ) | 


© en. 7 


Pon = 


OO DO AD OT DOD DY DU DY DUDS PUDDLE, A 


参考 文献 

C 41D Marcuse, tit Æ$, ARE ede, 1987, RSX 
D,Gloge &.D.Marcuse, J,Opt。 Soc, Am, 19695 59 (123): 1620—1631 
G.A.Askar’ yan, Sov, Phys, JETP, 19625. 15: 1088, 1161 

Y.R.Shen, The Principle of Nonlinear Optics, John Wiley &. Sn 
Inc. » 1984 
Akhmanov, S,A.., Sukhorukov, A.P. , iaa uken; R. v. ， Sov. Phys. 
JETP, 1966; 23, 1025 
Zakharov, V.E. , and Shabat, A.B, , Sov.aphys. JETP, 1972; 34; 62 
Zakharov, V.E. , Sov.Phys.JETP, 1972; 35; 908 


Nonlinear Schrôdinger Equation of Light Rays 
Xie Yinmao Li Hong 
( Department of physics ) 


(Dppartment of physics of Jianxi Teachers College ) 


Abstract 


In this paper, by means of the si quantum theory of the light rays 
of near-axis approximation, we obtain a nenlinear Schrôdiger equation by 
analysing the case that the variance of. refractive index is proportionate 
to the light intensity, and some interesting results are gained through 
discussion, 
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